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NUMEROS REALES

Los subconjuntos que constituyen el conjunto de los nimeros Reales (R) son:

Curso de Ingreso 2023

> RACIONALES (Q): sus elementos pueden expresarse como cociente entre nimeros
enteros

Los subconjuntos de los racionales son:

o Naturales (N)
o Enteros (2)
o Fraccionarios (Q)

> IRRACIONALES (I): no pueden expresarse como cociente entre numeros enteros.
Tienen infinitos decimales no siendo periddicos
Los irracionales se clasifican en:
o Algebraicos: son los irracionales que surgen de resolver una ecuacién
polinédmica
o Trascendentes: No son solucion de ninguna ecuaciéon polindmica de
coeficientes racionales

CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES REALES: R

RACIONALES: Q

ENTEROS: Z

ALGEBRAICOS
IRRACIONALES

TRASCENDENTALES

IRRACIONALES: |

NcZcQcR
QuUI=R
QNI=Y
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( i 1
N Naturales Primos
Z Enteros Compuestos
0 Cero
Q Racionales ¢ Enteros negativos

K Reales{ .. .
Fracciones propias

Fracciones impropias

Fru(‘('immri(m{

Y

I - Algebraicos irracionales
rracionales .
f Trascendentes

OPERACIONES Y PROPIEDADES
En R se definen las operaciones de suma, resta, multiplicacion, division,

potenciacion y radicacion.

e Lasuma, la resta y multiplicacion siempre tienen un resultado

e La divisién no esta definida cuando el divisor es cero.

e La multiplicacion es distributiva de la resta y la suma.
(a+b)-c=cla+b)=ac+ bc
e Ladivision sélo se distribuye el divisor respecto de la suma y la resta
tc(a+b):c#c: (a+b)

a+b a b a a a
= —+ = Yy  — + —

c c C b+c b c

POTENCIACION

La potenciacién es una operacion que consiste en multiplicar por si mismo un

namero llamado base, tantas veces como lo indique otro nimero que se llama

exponente.
a"=a.a..cccen... a , n>2, n: factores
. ~ J
n

Se define:
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a’=1si az0

al=a

a™" = (a‘1)1 = (Ejn ,si a#0

a

De la definicién surge que no estan definidas 0° ni O™
PROPIEDADES

1) (a.b)" = a".b";(a: b)" =a" : b"

2) a".a” = a"";a" :a”" =a""

3) (a”)p= a"?

4) La potenciacién NO es distributiva respecto de la suma y la resta

@+b)" #a"+b" ;(@a-b)" #a" —b"

Paran =2, Trinomio cuadrado perfecto

(a+b) =a*+2.a.b+b’yque: (a-b)> =a*-2.a.b +b?
Para n = 3: Cuatrinomio cubo perfecto
(@a+b)®=a%+3.a%b+3.ab?+b%® y (a-b)®=a-3.a°b+3.a.b?-Db3
5) Diferencia de cuadrado

a?—b*>=(a+b)-(a—b)

RADICACION

La radicacion es la operacion inversa a la potenciacién. Y consiste en que dados
dos nuameros, llamados radicando e indice, hallar un tercero, llamado raiz, tal

que, elevado al indice, sea igual al radicando.

indice MRadicando = Raiz

En simbolos:
a =b @ b"=a.
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Cuando n = 2 (raiz cuadrada) hay dos niumeros, opuestos entre si, que satisfacen
b2 = a, pero SOLO EL VALOR POSITIVO es el resultado de la raiz.

Ejemplo: V16 = 4 y es un error escribir J16 = +4

Esto no debe confundirse con la resoluciéon de la ecuacién x? = 16, que tiene
DOS SOLUCIONES que son 4y -—4.

En la practica, cada vez que tengamos este tipo de ecuacion, procedemos asi:

X2=16 > X = +./16 = +4

PERO NO ASI:

x2=16 > x = J16 = +4

Tal como ha sido definida (con radicandos positivos), la radicacion cumple las

propiedades:

1) Ya.b =%Ya.%b ;Va:b =%Ya: %
2 (Va)

I
>
2]
=}
I
Q

4) fam = "¥am™P | siendo p e N.

Muy importante: aplicar estas propiedades cuandoa<0 6 b <0 es erréneo;

11} ”

en particular la simplificacion de indice y exponente no puede hacerse si “n” es
pary a<®0.
Por ejemplo, es erroneo simplificar asi: 7/(-3)° = -3

Porque “a@” es negativo y las propiedades se cumplen para radicandos positivos.

Lo correcto es proceder asi:

Va2 =|a|
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donde |a| representa el valor absoluto de “a”, que nunca es negativo.

Muy importante 2: la definicibn se propone para n par; pero ¢qué ocurre Si n

impar?

Si n impar, se define:

Siaes un numero real y “n” es un natural impar, resulta Ya =b y b"=a.

Por ejemplo: 3= 27 = -3 pues (-3)3=-27

POTENCIAS DE EXPONENTE RACIONAL

Definicion: si a = 0 es un numero real y “m”, “n” son dos numeros naturales,

se define:

Las propiedades de estas potencias son las mismas que las de exponente entero

cuando a = 0.

APROXIMACIONES
Si la primera cifra a eliminar es mayor o igual a cinco, se le suma 1 a la cifra

anterior (por exceso).

Si la primera cifra a eliminar es menor que cinco, se suprimen todas las cifras a

partir de ella (por defecto).
€<0,1 <«—» undecimal
€<0,01 «—» dos decimales
€ <0,001l«—> tres decimales

etc. etc.
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NOTACION CIENTIFICA

Forma de escribir a un nimero como producto entre un_numero mayor o _igual

gue 1y menor que 10y una potencia de 10 de exponente entero .Se usa para

ndmeros muy pequefios, o bien muy grandes.
Ejemplo: 0,0000000057 = 5,7 x 10°°

1.345.000.000.000 = 1,345 x 10*2

EJERCITACION

1) Calificar V (verdadero) o F (falso), siendo x ,y ,zeR:

a)x?>o0 I:l b) -x?<0 I:l C) =x2 = (-x)? I:l

d) —x puede ser positivo I:l e) —x2 puede ser positivo I:l
f) (x =y)?=(y = x)? I:l g) V= X nunca esta definida I:l
h)six +y =2z entonces x?+y? =22 I:l

PX>y= x2>y? l:l Ja<0 =>-a>0 I:l

2) Clasificar los nUmeros dados en racionales e irracionales:

1: —§;O,7;1,289;1—\/§;2.n X §.n; E.e; 2+n; 5+n;
2 2 2 7 7

10.J§; 2+ 3

3

RACIONALES

IRRACIONALES
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3) Escribir la proposicién dada como una desigualdad:

X es positiva

y es negativo

a es mayor que -3

b no es menor o igual que 7

¢ —1 es menor o igual que 8

x esta comprendido entre dos y cinco

X superaa 7y es,alosumo, igual a 20

4) Expresar usando exponentes:
1

= b)3.3.3=
2) 8.8.8 )
1
C)2y.2y.2y.2y= d) — E:
5) Expresar usando exponente negativo:
1 x?
1 1)
¢) 5 = d) —j -
X z
6) Calcular:
a) 3% = b) 34 = c) -3* =

SRS SO
IS RGN
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7) Resolver, si es posible:

272 2t -3
a)2l.2l= b) — = C) o 53 =
) ) 3_3 ) 2—1 + 3—1
(-1)° - 2° o! 1-1°
V= = T N =

8) Encontrar el valor de la expresiénsi:a=2 ; b=-3 y c=-1

a) -2ab +¢?2 = b) ab? —¢3 =

c) ab? + bc?+ca?= datl.btl.ct=

9) Simplificar y transformar cualquier exponente negativo:

a)x8.x?2= b) 210, 212 = c) (7x4) . (-3x?) =
2) = 2’ _ 3
d) (-5x%y%) . (3xy?) = e) 2% = f) 37z =
9) (5x)* = h) (-4x)° =
i) (5x%)° = ) x° = k) (4x?y 1) =
) (3x2y 1)t = m) x2. x3.x*=
n X0 0) (7ab%? =
(xy)
p EXYT Q) (35 . () =
Xy

a‘b®\" a’h* )’
r)(sz = S)(b_zj =
0 (X3 Gy 2y =

- xy?z® (3abc)®
Y (xy2zy~H)™t V) (2a~b%c)?
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10) Usar las propiedades de las potencias para efectuar:

a)29.39= b)2.210= C) 5. 2% =
d7.7"= e) 5% = f) 52x , 5lx =
g) 32 = h) a2 =

i) 5% 52x+l 5x-3 = i) X1+ 22x+3 =

k) (325 = ) 391 54x1= m)5.5%2 =

11) Calificar V (verdadero) y F (falso). Si es F escribir la verdadera.

a) 25x  Bx — §3x D b)42x_4x:43x D C) 5 = 1~ D
d)7. 7% =40 | ] e)%x=3x_2 [] n9 " gee []

3X
g) 2% . 82x-3 = 27x-9 D h) 5% . 22« = 103 D
)22+ 20=2x . (2x+1) [ ] j) 53— 52 =52 (5 - 1) [ ]

12) Calcular, suponiendo que todas las variables son positivas:

a) 3/~ 125 b) ‘{/%.K\)/% c) £/100000 d) 416
3 x3.y6 X4 y16
e)2/0,00001 f) ¥/32 0) ~— h) 4 16;28

) J0,25x* 2% j) /8x%yz? k) Y4ab® 16a° l) 4/16x° 4/2x3y*
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) SECI I
J27 V5 J49a ~7b* Ix?z?

q) +/+/0,0016 1 2.4 s) 3.4/Va’h® 1) 3/x33/(x%y)?

D S Ry S VR o e —

y) V2.3/4 z) 354125

13) Extraer el radical, si es posible:

a) Vx* b) V8 c) 3f16x°y° d) 287’:2
e) ¥v125x’ f) v32x3 g) VX% +y* h) ¥8 — x°

14) Racionalizar el denominador:

1 V3 1 a
a)ﬁ b)ﬁ °) X+1 d)1+\/5
e)M f)M )\/;+\/§ h);

2 + 5 B+ VK- Ja - b

=
w
NI
=
w
X =
<
w
X
| N
=
=
N
Q‘H

2X
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15) Racionalizar mentalmente:

1 1 2 5
a) — b) — c) — d)—
"5 "5 9% 97

16) Efectuar y reducir en lo posible:

a)4\/;+3\/;—2\/;=
c)4.§/§—§/ﬁ=

e) 3\/x4yz - ?{/xy“z + ?{/xyz“ =

3/
9) ﬂi - %/Lz - Xzy =
y y y

) 2.(J3 = 1)? =

K (V2 - 3)(- 5v2 + 1) =

]

7 1 7 8
% "m 95 "
b) V2 - V6 + 8 =

d) 3v8x® — J18xy® + /32x° =
3
0 ﬁ 2
b b
2

o2 -

D V2 - 1)3v2 + 1) =
) # (V8 - v32) -

17) Escribir la expresion dada usando exponentes racionales:

a) ¥ab b) 3/7x
e) Y(x +y) f) Ya® + b?

18) Escribir en forma radical:

a) a’s b) 22’3

f) (3 + a)’s

C) ! d) !
g) VX + VX h) yx* + y?
c) (3a)% d) 3a’
3 -4
9, h) (3a)

11
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19) Escribir el resultado de cada potencia:

a) 4972 b) 492 c) (-8)"

7 -7 1 %
e) (0,04)” f) (0,04) 7 9) [6—4]
. 7 . -7 81 %
i) (27)’5 ) 27)7 K) (E)

20) Simplificar y escribir con exponentes positivos:

o) (x)(3x%)

d) (azb4 )%‘ e) (ZSX%yJ%

9) ZX% :
Z_%yzs

i) (x%x_%)zx%x_%

b) a’s .(4a%)

h) [(— 27a3b‘6)%T
) |:5X%(x%)%T

.......

#:° faud.unmdp
d) (-8) 7
%
" (54)
64

C) x 2 x 74 x %8

f)

cd%

c%d

12
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RAZON

Unarazén es la comparacion de dos cantidades obtenida mediante una division.

Nos indica cuantas veces contiene una a la otra.

En la figura podemos observar que 3 de 4 mariposas son azules y lo

expresamos:
3:4 0 bien 2
4
3
Pero 2o 0,75
Y 0,75 = 75%

Por lo que podremos decir que tres cuartos de las mariposas son azules o que
el 75 por ciento lo son.

PROPORCIONALIDAD

Observemos ahora la siguiente figura:

181

En este caso podremos decir que 2 de 4 mariposas son azules, o que la mitad

de ellas es azul o que el 50% de las mariposas son azules, por lo que
podremos escribir:

2—1—050
4 27

En este caso estamos en presencia de una proporcion, por lo tanto una

proporcion es la igualdad entre dos o mas razones.

13
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Notacion:

“a"

a:b:xc:d que se lee: “a” es a “b” como “c’ es a “d”; o

bien

ol
ala

Geométricamente ocurre exactamente lo mismo

\a b IC d )e
|
u
a b c d e
u

En el grafico podemos decir que si el segmento ae es la unidad, el segmento

ab es i del total

Si la unidad es el segmento ab, diremos que ae es 4 veces la unidad: 4.ab.

Algunos conceptos que nos van a servir para mas adelante son los siguientes:

[{pee ) [{Ppgt)

Los valores “a@” y “c”, se denominan antecedente de la primera y segunda

razon, mientras que “b” y “d” se denominan consecuentes.

“a’ y “d” se denominan extremos
“‘b” y “c” son los medios.

Sib=c = =§ y a-d=b?

(S ES]

Propiedad fundamental de las proporciones

En toda proporcién el producto de los medios e igual al producto de los
extremos

14
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a C
- =- ¢ ad=Dh.
- 3 a.d=b.c

Esta propiedad nos va a servir para resolver ecuaciones:

Sia, b, ¢ y x son cuatro numeros reales tales que a, b y ¢ son conocidos y que

forman proporcién en ese orden, para hallar x seguimos los siguientes pasos:
., a ¢
Pla teamos la proporcion —=—
b x
Se aplica la propiedad fundamental a.x =b.c

) b.c
Se despeja x, entonces X = -

Por ejemplo : Hallar x, si a, b, c y x forman proporcion en ese orden

sabiendoquea=3,b = J2 y c=-17?

a c¢ 3 -1 . -2
—=— = —=— 1 luego 3.x=+2.(-1) ; Esdecir x=—=-0.4714
b x J2 X J 1) 3

En el grafico podemos decir que si el segmento ae es la unidad, el segmento

ab es i del total

Si la unidad es el segmento ab, diremos que ae es 4 veces la unidad: 4.ab.”

a_c _ a+b c+d
b d a C
PROPIEDADES
1. Si
a_c a+b c+d
b d a C
2. Sl
a c a+b c+d
—_ = — - = X
b d b d

15
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. Si

Ejemplos

c a-b c¢-d
- = — = =
b d a C
a ¢ a-bh <c¢-d
_ = — = - =
b d b d
a_c a+b c+d
b d a—-b c-—d
-4__2
13 -6,5
L 4413 2+(-65)
-4 2
2.
-4+13 2+(-6,5)
13 -6,5
3.
-4-13 2-(-6,5)
-4 2
4,
- 4-13 2 - (-6,5)
13 - 65
5.
- 4-13 2 - (-6,5)
13 - 65

ssole
4434
1L o ddd
11ER

0 faud.unmdp

8,5

- 6,5

8,5

9 _-45
-4 2
9 _-45
13 -65
—-17_85
)
—17
13
—17
=
13

Y
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PROPORCIONES GEOMETRICAS

Segmentos proporcionales determinados por paralelas
Teorema de Thales
" Si tres 0 mas rectas paralelas son cortadas por dos rectas transversales, la

razon de dos segmentos cualesquiera de una de ellas, es igual a la razén de
los segmentos correspondientes en la otra."

Sean ri, r2 y rs rectas paralelas y t1 y t2 transversales, el Teorema de Thales
establece las siguientes relaciones:

8 A 04 _ ED
n__of E 5 DC
T A \D o4 = 2

EC

Lt

OB .
B C 4B DC
/ \
Caso particular del Teorema de Thales

Si se tienen dos rectas paralelas r1y r2 que se cortan por dos rectas que

presentan un punto comun, se forman segmentos proporcionales que cumplen
las siguientes relaciones:

o4 _0C 48 _CD

_ C AB CD 0B OD
/ \ 04 oC 04 OB

r; B D == e
\ OB OD AC  BD

COROLARIO

Toda paralela a un lado de un triangulo determina sobre las rectas que
contienen a los otros dos lados, segmentos tales que sus medidas resultan
proporcionales a las medidas de esos lados.

17
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B B
oM N
A c
I AY
[ Y A
A c M N
SN
rif r il AC rii AC
AC
BA _BC BN _BN
BM BN AB BC

Division de un segmento en partes iguales:

Dividir al segmento PQ en cuatro partes iguales.

. ___________________________________________________________________|]
P Q
Desde uno de los extremos de @ se traza una semirrecta que forme con Iﬁ

un angulo agudo. En nuestro caso, PS .

Sobre PS y a partir de P se transportan cuatro segmentos iguales y consecutivos

de cualquier longitud,

PA=AB=BC=CD

Uniendo D con Q y trazando paralelas a D_Q por A, By C, se obtienen sobre Iﬁ

los puntos A", B y C* respectivamente, con lo que resulta que:

PA'=A'B =B C=CQ

18
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Unimos el dltimo punto de trazado sobre la semirrecta (D) con el otro extremo
del segmento dado (Q).

Trazamos paralelas a DQ por A, B y C, se obtienen sobre PQ los puntos A’,

B”y C" respectivamente, con lo que resulta que:

PA'=AB =B C =CQ

Determinacion de un segmento cuarto proporcional a

otros tres dados

Si debemos construir un segmento x que sea cuarto proporcional entre tres

segmentos dados (AB, CD y EF ) ese egmento debe cumplir con la siguiente
condicion
_EF

X

Sl &|

19
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Datos:

i
T

Trazamos un angulo agudo y sobre él transportamos la medida de los segmentos

dados partiendo del vértice del angulo

Sobre una de ellas, transportamos las medidas de los segmentos AB y CD

consecutivamente a partir del vértice del angulo.

Sobre la otra semirrecta transportamos la medida de EF a partir del origen

Unimos F con B y trazando una paralela por C obtenemos el punto T. El
segmento TC es el cuarto proporcional buscado: X

X R

) F
Es decirr — =

1| 0|

20
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Ejemplo 1:

| ‘// . s ‘ s "”’
A B C D’ /
Teniendo en cuenta la direcciéon de la recta d y sus paralelas se sabe que:

AB=12cm , CD=2,1cmyque AB =1,6cm:calcular CD

Por el TEOREMA DE THALES:

AB A'B’ . P~~~

== ===, sustituyendo por los los datos C'D" por x :
CD CD

12 16

21 C'D’

1,2 xC'D = 2,1 x 1,6 por propiedad fundamental de las proporciones:

_ 21x16

C'D' =>C'D'=2,8
1,2

Ejemplo 2:

A

En el triangulo ABC las longitudes de los
lados AC y AB son respectivamente 15
cmy 24 cm. Sir // BC vy la longitud de
AQ es 8 cm, calcular la longitud de AP .
A Q

Aplicando el TEOREMA DE THALES:
AQ _AP
AC AB

proporciones:

, Y sustituyendo: % = 2X—4 , por propiedad fundamental de las



es0d0
4434
ot
11ER

0 faud.unmdp

Curso de Ingreso 2023

X x15=8x24, y despejando X =% = x=12,8. Luego, la medida de
AP es 12,8cm
Ejemplo 3:

¢para cuales de los siguientes conjuntos de valores resultaa // b // c?

a) Long. MN=2cm
Long. NP =3 cm

Long. QR =3 cm

b) Long. MN =6 cm c)Long. MN = 6,8 cm d) Long. MN = 3,1cm
Long. NP =8 cm Long. NP = 8,5 cm Long. NP = 5,2 cm
Long. QR =9 cm Long. QR = 4,4 cm Long. QR =2,8 cm

Para determinar para cuales de los conjuntos precedentes las rectas a, b y ¢
resultan paralelas debemos aplicar la propiedad reciproca del TEOREMA DE
THALES. Luego verificamos para qué conjunto la proposicion consecuencia de

Thales se cumple, es decir:

VN _ QR

Debe ser: N , yparaello: MNxRS=NPxQR
NP RS

a) 2x4#3x3 porque 8 =% 9

b) 6x12=8x9 porque 72=72

22
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c) 6,8x55=8,5x4,4 porque 37,4=237,4

d) 3,1x4,9 # 52x2,8 porque 15,19 # 14,56

Luego, en los conjuntos b) y c) al//bl//c

y en los conjuntos a) y d) no son paralelas.

Ejemplo 4:

Las rectas m, n y p de la figura con paralelas.

Calcular ST si MP=x-1 ; PQ=23-x ; RS=x+4 y RT=33

a b Por Teorema de Thales : E = R:S .Como de
PQ ST
m M R _
RT conocemos su medida, debemos calcular
la longitud de RS para hallar por diferencia la
n P S —
longitud de ST. Para ello aplicamos la
propiedad 1 de las proporciones a la
P40 T

proporcion anterior:

MP+PQ RS+ST P+PQ RT
MP RS MP RS
. X—1+23-X 33 22 33
sustituyendo = = —=
x-=1 X+4 x=-1 x+4

Por propiedad fundamental de las proporciones:

22 % (x + 4) =33 x (x - 1) , expresion que nos permite calcular x

22x +22x4 =33x —33x1; por propiedad distributiva

22x + 88 = 33x —33

22x —33x =-33-88 , por pasaje de términos de un miembro a otro

-1Ix =-121

23
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multiplicando ambos miembros por (—

i].
11)

1 1
_1_1x(_11x)_—1—1x(—121):> x =11

sess

Six=11 = RS=11+4=15 porser RS=x+4 segln datos

Pero ST=RT-RS , luego ST=33-11=22 . ST=22

EJERCITACION PROPORCIONES

1) Calcular x en:

21
X_6 . 2
Vstu 0 Y
7 14 2
1
7+7
3 X
> =
1) 2,2
5 7 3
2) Calcularx en:
0.35x(-9) X
a) = 5
X (-5 x(-4-2)
ol (3)
C) 2 __ \3
1

x‘él

X N =

d)

00| | X
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3) Resolver los siguientes problemas:

a) Se sabe que la suma de dos numeros es 20 y que el primer nimero es al

segundo como 2 es a 3. ¢,cuales son los nimeros?

b) Sabemos que dos numeros, cuya diferencia es 10, guardan entre si la

D . .
relacion 5 Queremos averiguar cuales son los numeros.

c) Los promedios de vida de la tortuga y del elefante, cuya suma es 100 afos,

. 2 . . .
guardan entre si la relacion 3 Calcular dichos promedios de vida.

d) El n° de goles a favor de Argentina, en el campeonato mundial de fatbol

de 1986, sobre el n® de goles en contra, es 2,285714. Si se sabe que la

diferencia entre ambos nimeros de goles es 9, ¢ cual es el n° de goles a favor y

cudl el n° de goles en contra?

4) Siendo AB y BC dos segmentos consecutivos contenidos en una recta,

AC AC BC
AB'BC ’ AB’

AB 7
tales que — = — . Halle las razones
BC 4

5)
B C ABCD trapecio,
EF //BC,AE =x+1cm ,EB=2x-3,
E F CF=11cm,FD=8cm
Calcular AB
A D =
6) B
Nos informan que:
P AP=2x+4 , PB=x+2
AQ=3x+1, QC=x+3 y AC=24cm
A C

¢Es PQ//BC ?. Justificar la respuesta.
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A B ABCDE trapecio; EF // AB
Ef G: N F §=§,E=s,ﬁ=1z
DV \ GD 4
c Calcular AE , ED , BF y FC

8)
C
Determinar la longitud de la hipotenusa vy el
area de un triangulo de la misma forma que
2 A
el ABC que tenga por longitud de un
cateto a 2
B 2 A V2
9)
B C En el rectdngulo ABCD de la figura,
P R AD//PR si FC=5cm,RF=4cmy
F _
AF =10cm , ;cual es el perimetro del
ABCD?
A D

8) Dos lados de un tridngulo miden 12 y 21 metros respectivamente. La bisectriz
del angulo comprendido entre ellos, divide al tercer lado (opuesto al angulo
dado) en dos segmentos de manera que uno es el doble del otro menos 1,75
m. ¢ Cuanto mide el tercer lado?.

9) De un triangulo ABC se sabe que lado AB =18cm, lado AC = 13cm y que
perimetro del ABC vale 41,5cm. Si la bisectriz del angulo exterior al angulo
interior B corta a la prolongacion del lado AC en el punto P, ¢cuanto mide AP

10) Complete sobre la linea punteada con SI o NO de modo que resulten
sentencias verdaderas.

v Si la bisectriz de un angulo exterior de un triangulo corta a la
prolongacion del lado opuesto, entonces la bisectriz del angulo
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exterior opuesto por el vértice al exterior dado............ corta ala

prolongacion del lado opuesto.

v' En un tridngulo rectangulo isésceles las bisectrices de los

angulos exteriores al recto.......

la hipotenusa.

RESPUESTAS
21 1
1) ag — ;, by 1 ; c) X=+-—
) @) 11 ) ) 4
2 1
2) a) +20 ; b) - — X c) - =
) ) 81 ) 5
3) ag8y 15; b) 25y 15 : c¢) 40 y60
11 11 4
4 =, =y
) 7 4 y7
5) 19cm
6) si
7) AE=2% Ep-32 BF-3¢ Fc-28
7 7 7 7

8) Hip=2:;Area=2
9) Perimetro =42 cm
10) 19,25 m

11) Rta.: 31,2cm

12) Rta.: en ambos casos va NO

cortan a la prolongacién de

25
d) ==
) 9

9
d) —
)13

d 16y 7
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I.  Angulos
Il. Poligonos

I1I. Circunferencia

Un angulo es un ente geométrico que se forma a partir de dos rectas
gue se cortan entre si. También puede decirse que un angulo es la
superficie comprendida entre dos semirrectas que comparten un

mismo veértice.

Punto A: vértice

Sa Semirrectas AB y AC : lados
A® 1 c >

Notacidénes:
BAC; A; a
Medida o amplkitud del BAC: IBACI

Al = Medida de A
lal = Medida de a

Segun su abertura en grados

Angulo nulo Es aquel formado por dos lineas que coinciden en su vértice y en sus
extremos, por lo tanto, su abertura es de 0°.

Angulo agudo Es aquel con una abertura de vértice mayor de 0° y menor de 90°.
Angulo recto Se encuentra conformado por dos semirrectas cuya abertura de vértice es

de 90°.



https://www.significados.com/angulo-agudo/
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Angulo obtuso Es aquel cuya abertura de vértice es mayor de 90° y menor de 180°.

Angulo llano Es aquel constituido por dos semirrectas con un vértice de 180° de
abertura.

Angulo oblicuo También denominado reflejo o concavo, es aquel que posee un vértice de

abertura superior de 180° y menor de 360°

Angulo perigonal o También llamado angulo completo, es aquel que tiene una abertura de
de un giro 360°.

Clasificacion Caracteristica Representacion grafica

Angulo nulo a=0°

Angulo agudo 0° < a < 90°

.

Angulo recto a=90°
L.
Angulo obtuso 90° < a < 180°
%
)
Angulo llano a = 180°
. AR
Angulo convexo 0° < @ < 180°
|
)
Angulo céncavo a > 180°
F -

Fuente: https://www.matematicas-divertidas-con-flor.es/tipos-de-angulos/
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CLASIFICACION SEGUN SU SUMA
a) ANG!JLOS COMPLEMENTARIOS

o+ p=90°

b) ANGULOS SUPLEMENTARIOS

/ 6 + 8 =180°
)

: '/ 9
{ & 1

Fuente: https://es.slideshare.net/ ALICIAMALCA/los-angulos-y-su-clasificacin

CLASIFICACION SEGUN SU POSICION

a) ANGULOS ADYACENTES b) ANGULOS CONSECUTIVOS
&
//
O 3l e
. \B P O
Un lado comun Puede formar mas angulos

ANGULOS OPUESTOS POR EL VERTICE

>/0t/80n congruentes |

Fuente: https://es.slideshare.net/ ALICIAMALCA/los-angulos-y-su-clasificacin

ANGULOS ENTRE PARALELAS
Se determinan dos zonas: la interna que se encuentra entre las paralelas y las externas

Fuente: https://es.slideshare.net/masquenumeros/angulos-entre-rectas-paralelas-19387674?from_search=14

30



Curso de Ingreso 2023 faud.unmdp

EXTERNOS: Iosqueseen uel

//7/7’ i M“lﬁ

ANGULOS CONJUGADOS

Son los que estan a un
mismo lado de Ia secante.
Los éngulos conjugados
son suplementarios.

ANGULOS ALTERNOS

Son aquellos angulos que

e ntran a ambos d S
te. Los angulos alternos son
S

ANGULOS
CORRESPONDIENTES

Son aquellos angulos uno
interno y otro externo o
viceversa que se
encuentran a un mismo
lado de la secante . Los
angulos correspondientes

son iguales

it

https://es.slideshare.net/masquenumeros/angulos-entre-rectas-paralelas-19387674?from search=14

31



Curso de Ingreso 2023

Ejemplo:
(D1) y (D2) son rectas paralelas
(A) es secante a (D1) y (D2)
a=54° (D1) !
Y
(D2)
Fuente: http://www.webquestcreator2.com/majwg/ver/ver/60471
EJERCITACION

a) el complementario de a
b) El suplementario de ﬁ

c) la amplitud de un angulo adyacente a a

d) la amplitud de cada angulo obtenido al trazar la bisectriz de a.

31)Si a =29°21°13", calcular los demas angulos sabiendo que a // b.

33) Calcular “x”si @ =2x -4° y B =x +28°

32
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<

34)Calcular 6 y p si & =2x +58°y B =x + 14°

35)Calcular &, B, &, y& si & =3x+14°y B =x-2°
a
(Do o

Un poligono es un ente geométrico plano, compuesta por un conjunto de segmentos de
recta llamados lados, conectados de manera tal que encierren y delimiten una region
del plano, la unién entre segmentos se denominan vértices.

33
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Vértice

™

Diagonal

Angulo
interior . ‘
Angulo
exterior
B e

Clasificacién de poligonos segun sus lados

- faud.unmdp

Nimero de Noia Poligono
lados
Regulares Irregulares
3 lados triangulos / \ k
/ \
4 lados 4 O .
quadrilateros Q= /7/_ 2O
5 lados pentagono ‘
6 lados hexagono ,
7 lados heptagono .
8 lados octégono ’ 7
9 lados eneagono '
10 lados decagono .
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Suma de los angulos interiores de un poligono
s.a. i =180(n-2)

donde n es el numero de lados del poligono.

Suma de los angulos exteriores de un poligono: 360°

Numero de diagonales de un poligono:

5.Numro de diagonales de 6.Numero total de diagonales de un poligono.
un vértice.
n(n-3)
d=n-3 N
2
En un hexdgono ( n = 6) se puede
trazar de uno de sus vértices: En un hexdgono ( n = 6 ) el nimero total de diagonales
sera:
d =6 -3 = 3 diagonales 6(6—3)
NT = ——Z~  =9diagonalesen total

Numero de triangulos de un poligono: n-2

CANTIDAD DE LADOS
5 6 7 8
3 4 5 6

CANTIDAD DE TRIANGULOS FORMADOS
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, Numero Numero Suma de | Numero de
POI lgono de lados de los diagonales
triangulos | angulos
interiores
Triangulo 3 1 180° 0
Cuadrilatero 4 2 2-180° 2
Pentagono 5 3 3.180° 5
Hexagono 6 4 4.180° 9
Heptagono 7 5 5. 180° 14
Octogono 8 6 6. 1802 20
Eneagono 9 7 7.180° 27
Decagono 10 8 8. 180° 35
9 9. 180¢° 44
10 10. 180° 54
n-2 ‘(n-2). 180° | n(n-3)/2

Poligono regular

Se inscriben en una circunferencia
e Todos sus angulos interiores son iguales entre si

e Todos sus angulos exteriores son iguales entre si

Todos los lados son iguales
Diagonales: unen dos vértices no consecutivos

Apotema: perpendiculares al lado trazada desde el centro
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vértices A lados

E B
diagonales éngulo
interno & BAYAIND
D (&
A

CIRCUMFERENCIA
CIRCUMSCRITA

BUJGTECNI - COM

DI

0
P
o

CIRCUNFERENCIA

NSCRITA

B LAS MEDIATRICES DE LAS DIAGOMALES Y LAS ALTURAS
ELEMEMNTOS DE UN POLIGONG REGULAR SE CORTAN EN EL CENTRO DEL POLIGOND

Fuente: https://dibujotecni.com/geometria-plana/poligonos-regulares/

Angulo interior de un poligono regular

4.Angulo interno y central ( solo en poligonos regulares)
180°(n—2)
n

m/,-

360°

mlc =

n
m El 4ngulo central sera:
360°
1.Halemos el dngulo interno de ml — =72°
un pentédgono.(n=5) : )
180°(5 _2) Superficie = Perimetro x Apotema
il 2

= 5450 =108 A

Fuente: https://es.slideshare.net/huamanipillaca/polgonos-14019757
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PROPIEDADES

B 1. Suma de los angulos interiores igual a
8 180°
- A +B + C =180°
C
2. Suma de los angulos exteriores igual
o a 360°

~

a +p + y =360°

3) Cada angulo exterior es igual a la suma de los dos interiores no adyacentes a él.

&a=B+C ; PB=A+C ; §F=A+B
4) Cada lado es menor que la suma de los otros dos.

(Si esto no se cumple, no existe triangulo).

B

A
5) Al mayor lado se le opone el mayor angulo (idem con el menor) .

Si A<C<B entonces BC < AB < AC

6) A lados congruentes se le oponen angulos congruentes y a la inversa.

~ ~

Si AB = BC entonces A = C,y reciprocamente
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CLASIFICACION POR SUS LADOS

I\

ESCALENO ISOSCELES

(lados no congruentes) (dos lados congruentes y
dos angulos congruentes)

Observacion: Todo tridngulo equilatero es isésceles.

CLASIFICACION SEGUN SUS ANGULOS

B B
A C ]
A C
ACUTANGULO RECTANGULO
(tres angulos agudos) (1 angulo recto)
EJERCICIOS

:faudunmdp

EQUILATERO

(tres lados congruentes y
tres angulos congruentes)

OBTUSANGULO
(1 &ngulo obtuso)

39
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EJERCITACION

36) Hallar & y B

390 B

37)Hallar CyB ,si AB = AC

144°

38) Hallar A, B y C con los datos de la figura.

3x

A

39) Hallar A, B y C (angulos interiores) con los datos de la figura.

C b4 x+4°\ 3x+11

ss000
o8eee
edee
o
.
L]

£ faud.unmdp

A

A A ~ A ~ a
40) ABC es rectangulo en A,y B es las cuatro quintas partes de C, hallar B y C.
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ALTURAS DEL TRIANGULO

Cada tridngulo tiene tres alturas, una para cada uno de sus lados.

Altura _correspondiente a un lado: es el segmento de perpendicular al lado, que tiene un

extremo en el vértice opuesto y otro en el lado o su prolongacion.

a) Enun acutangulo:

B B B
I‘X %\ A
A cC A cC A C
hz hae hs
(altura correspondiente (altura correspondiente (altura correspondiente
allado AC) al lado BC) al lado AB)

b) En un triangulo rectangulo (cada cateto es la altura del otro).

B B B
N
n u es
A C A h C A C
c) En un triangulo obtusangulo (hay dos alturas exteriores al triangulo).
B B B
hz
hae
A A C
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MEDIANAS

MEDIANAS DE UN TRIANGULO

| La mediana es el segmento que une el punto medio de un lado con el vértice opuesto.

Propiedades

e Todo triangulo tiene tres medianas.

e Las tres medianas de un triangulo se cortan en un Unico punto, llamado baricentro o
centroide.

e El baricentro es el centro de gravedad del triangulo.

e El baricentro divide a cada mediana en dos segmentos cuyas medidas estan en la
razon 2 : 1y que significa que uno de esos segmentos es el doble del otro.

C‘E:5,68:>CG:§CE:3‘TU

9
F D AD =486 = AG = %AD =324

BF:G.!J:‘BGzéBF:{ﬁ

MEDIATRICES

La mediatriz de un segmento es una perpendicular al mismo en su punto medio, cada punto

de la mediatriz equidista de los extremos del segmento (PB = PA , para cualquier ubicacion

de P sobre la mediatriz).
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Cada lado del triangulo tiene su mediatriz.

me

AC
Las tres mediatrices concurren en un punto que equidista de los vértices; luego es el centro

de una circunferencia circunscripta al triangulo). El punto T se llama CIRCUNCENTRO.

BISECTRICES

Las bisectrices de un triAngulo son las bisectrices de sus angulos interiores.
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Propiedades

e EIl numero de bisectrices de un triangulo es tres.

Las bisectrices de un triangulo se cortan en un Unico punto llamado incentro.

e Elincentro de un triangulo equidista de los lados del triangulo.

e Elincentro siempre es interior al triangulo.

e Con centro en el incentro se puede trazar una circunferencia que “pasa” por los tres

lados del triangulo, “tocando” a cada lado en un punto. Es decir que los lados
resultan tangentes a la circunferencia. Circunferencia llamada inscripta.

El punto Q se llama INCENTRO.

TRIANGULO ISOSCELES: Tiene dos lados y dos angulos iguales

La altura correspondiente a la base (lado distinto) es también mediatriz y mediana del lado;
también es bisectriz del angulo opuesto a la base.

m>
I
Iop

=M. c bé,luego

2| 2
T
Bl &

44
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A A
Los triangulos rectangulos AMB y CMB son iguales

TRIANGULO EQUILATERO: cada altura es también mediana y bisectriz y ele de simetria.

B

30°| 30°

B PROPIEDADES

A+é+é+f>=360°|

1) —— SUMA DE ANGULOS INTERIORES

&+B+7+8 =360 ’
2) R SUMA DE ANGULOS EXTERIORES

3) Cada lado es menor que la suma de los demas.
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CLASIFICACION DE LOS CUADRILATEROS CONVEXOS

CUADRILATEROS

poligonos con cuatro Iados,‘cuatro angulos y cuatro vértices
clasificacion

PARALEL(TGRAMOS TRAPECIOS  TRAPEZOIDES
(lados paralelos | dos a dos) . - g
tienen dos lados paralelos, ningun lado igual
clasificacion llamados base mayor y base menor ni paralelo
| cacion

I | clasifi

CUADRADOS RECTANGULOS ROMBOS ROMBOIDES

E RECTANGULOISOSCELES  ESCALENO

Tiene Tiene

lados iguales 2 a 2 lados iguales 2 a 2 ‘ ' ‘
y
Tiene los 4 angulos rectos. Tiene Tiene
los 4 lados iguales los 4 lados iguales Lados no paralelos nmqun lado
y angulos i y les2a2 iguales ~ igual
os 4 angulos rectos. ngulos iguales'<a ningin atngulo
recto

Tiene
2 angulos rectos

PARALELOGRAMO

Cuadrilatero con pares de lados y angulos iguales. Son
paralelogramos, el cuadrado, el rectangulo, el rombo y el
romboide

PROPIEDADES

1) lados opuestos iguales

* faud.unmdp

B
AB = CD y BC = AD
2) angulos opuestos iguales
A=CyB=D
A b D

3) angulos no opuestos, suplementarios
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A+B=180°: B+C=180°: C+D = 180°: D + A = 180°

4) diagonales que se cortan una a la otra en partes iguales
AO = 0OC y BO = OD

ROMBO

Ademas de tener pares de lados y angulos iguales, sus diagonales son perpendiculareslos
B

rombos tienen las cuatro propiedades del paralelogramo y ademas:

5) diagonales perpendiculares

AC 1 BD

6) diagonales bisectrices de los angulos

~

E=0 ;T =20

Cada diagonal es eje de simetria.

A A A A
Los tridngulos rectangulos AOB, BOC, COD y DOA son congruentes.

RECTANGULO

Las cuatro propiedades de los paralelogramos y

ademas:

Diagonales son iguales

CUADRADO

Tiene cuatro lados iguales, cuatro angulos rectos, las

diagonales son congruentes, perpendiculares, bisectrices

de los angulos y ejes de simetria.

AM = MC y BM = MD

ROMBOIDE

Tiene dos pares de lados no paralelos, congruentes.

45°
45
90°
90°
90°
455
45°

90°

458

451

45
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B=D C
C _ _
BC = CD €
[ 8 L o
B = D CA 1 BD
© &= § LQ
€=29 B - D
| T R R
W =T ol
A
DIAGONAL PRINCIPAL A

B PROPIEDADES

1) los angulos en cuyo vértice se cortan lados no congruentes, son congruentes (no asi

los otros dos angulos).

~ ~

B=D

2) la diagonal principal corta a la otra en partes congruentes.

BO = OD

3) la diagonal principal es perpendicular a la otra.

AC 1 BD
4) la diagonal principal es bisectriz.

~

E=dyo=rmn

TRAPECIO

Tiene un par de lados paralelos, llamados BASES.

B C

C+D = 180°

A D TRAPECIO RECTO O RECTANGULO:

tiene un lado perpendicular a las bases.

B C

Vol
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A +B = 180°

B TRAPECIO ISOSCELES: tiene dos lados congruentes (son los lados no paralelos).

B = CD M
B C
B=2C
A=D
A +B = 180° A b
C+D = 180° N

La recta MN es eje de simetria (M y N, puntos medios).

BASE MEDIA DE UN TRAPECIO: es el segmento que une los puntos medios de los lados

no paralelos.
A B M, N puntos medios
M N
D \ C
PROPIEDAD
La base media es el promedio de las bases. ‘ MN = AB J2r CD
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PARALELOGRAMOS

AREAS Y PERIMETROS
DE PARALELOGRAMOS

»

i

'

'

'

'

'

— P 4

1 FPemsrhanne

‘ Nab)h
oAty

CIRCUNFERENCIA C (o, r): conjunto de los puntos del plano que equidistan (estan a
igual distancia) de O.

La circunferencia es una CURVA.
Radio: distancia del centro O, a

cualquier punto de la circunferencia.

A = punto interior de la circunferencia.

B > punto perteneciente a la
circunferencia.

C = punto exterior.
a-> recta exterior.
b = recta tangente (corta en un punto

50
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y es | al radio)

c - recta secante (corta en dos puntos).

AB: cuerda (segmento que une dos puntos de la
circunferencia).

MN: didmetro (es la mayor de las cuerdas y es el doble

del radio).
‘APB arco (parte de la circunferencia comprendida

entre dos puntos de la misma).

'

APB: es el arco abarcado por a..

a: angulo central (tiene su vértice en el centro de la

circunferencia).

I LONGITUD DE LA CIRCUNFERENCIA =r . d I

LONGITUD del arco = = 9-@
360°

El arco abarcado por un angulo llano se llama SEMICIRCUNFERENCIA; el abarcado por un
angulo recto se llama CUADRANTE.

I SEMICIRCUNFERENCIA I I CUADRANTE I

N v
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CIRCULO C (o, 1)

Es el conjunto de los puntos de la circunferencia y todos

sus puntos interiores.

I SUPERFICIE DEL CIRCULO =m . r2 I

I PERIMETRO DEL CIRCULO==x.d I

SECTOR CIRCULAR

Parte del circulo comprendido entre dos radios.

L)
L Y
s

o
Iealet:t s >
25

2 ~
SUPERFICIE DEL SECTOR CIRCULAR = = - & ‘

360

PERIMETRO DEL SECTOR CIRCULAR = d.a + 2r ‘

CORONA CIRCULAR

Parte del plano comprendida entre dos circunferencias concéntricas (el mismo centro).

I SUPERFICIE DE LA CORONA CIRCULAR = .R? — .r? I

I PERIMETRO DE LA CORONA CIRCULAR=n.D — = )9 I

e

Diametro didmetro
mayor menor

TRAPECIO CIRCULAR

Parte de la corona circular comprendida entre dos radios.
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2 _ 2) A
SUPERFICIE DEL TRAPECIO CIRCULAR = (n'R 36(1)t°-r )'a ‘

360° 360°

PERIMETRO DEL TRAPECIO CIRCULAR = =:2-%  ®m:d.a& 5 n ‘

ANGULOS INSCRIPTOS EN UN ARCO DE CIRCUNFERENCIA

Un angulo esta inscripto en un arco de circunferencia si
su veértice es un punto cualquiera del arco y sus lados
pasan por los extremos del mismo.- ‘

Ejemplo:
Y

a esta inscripto en el arco APB .

PROPIEDAD

Un angulo inscripto en un arco es igual a la mitad del angulo central correspondiente (que es

el que tiene centro en O y sus lados pasan por los extremos del arco).

P

[
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TODO ANGULO INSCRIPTO EN UNA SEMICIRCUNFERENCIA ES RECTO, porque el

angulo central correspondiente mide 180°.

EJERCITACION

1) El perimetro de un rectangulo mide 14 cm y su superficie mide 12 cm?; hallar la longitud

de la base y la altura.

2) Hallar los angulos interiores de un paralelogramo sabiendo que una de sus diagonales

divide a uno de los angulos en dos angulos de 28° y 37° respectivamente.

3) Calcular:

a)
b)
c)
d)

e)

la superficie de un cuadrado de lado 5 cm.

La superficie de un paralelogramo de 6 cm de base y 3,4 cm de altura.

La superficie de un rombo cuyas diagonales miden 3 cm y 5 cm respectivamente.

La superficie de un trapecio cuyas bases miden 7 cm y 12 cm respectivamente y
cuya altura mide 5 cm.

Un cuadrado cuya diagonal mide 5 cm.

4) Calcular la amplitud de los angulos pedidos:

a)

b)

B - D =

Paralelogramo
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B
A = C
D
Rombo
c)
B C
|
52°
22
A
D
Trapecio recto
d)
A B
X 2X
D C
Paralelogramo
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e)
B
/é
A 11°
D
Romboide
f
) A
B
C
D
Trapecio Isdsceles
9)
A B
h
D C
Paralelogramo
h) A B

Trapecio Isdsceles
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i)
B
/ )
A \ C
D
Rombo

5) Hallar “x” con los datos de la figura.

a)
X+ 2
2X+ 1
b) X+ 8
5x + 2
x+20
X+5
C)
2x -1
d) X+3
2X + 2

Rectangulo
Perimetro =40 cm

Trapecio IsO6sceles
Perimetro =56 cm

Paralelogramo
Perimetro =32 cm

Romboide
Perimetro =40 cm
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e)

Cuadrado
Superficie = 16 cm?

X+2
f)
Rectangulo
5 Superficie = 75 cm?
X+3
X
9)
Trapecio
5 Superficie = 55 cm?
15
h)
X
12 Romboide
\/ Superficie = 72 cm?

6) Completar este cuadro relativo a una circunferencia / circulo de radio ‘r’.

Radio (r) Diametro (d) r2 Cisrlcj:ﬁio Long. circunferencia
3cm
8cm
lcm
5cm
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314 cm?

37.68 cm

7) Calcular la superficie (o el area) de cada una de las figuras sabiendo que el radio de cada
una mide 3 cm.

8) Calcular el area sombreada.

a) b)

5cm

Didmetro = 15 cm

d) 10 cm

6cm

Altura=12cm
Radio =2 cm
! 59
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Base =15 cm r=5cm
Altura=8cm R=7cm

9) Dibuje tres triAngulos: uno acutangulo, otro rectangulo y el tercero obtusangulo. Con
escuadra y tratando de ser lo mas preciso posible, trace las tres alturas de cada uno.
¢, Qué observa en cada caso? ¢Qué propiedad puede sospecharse?

10) ¢ En qué lugar del triangulo rectangulo se cortan las alturas?

11) En un tridngulo obtusangulo el ortocentro resulta un punto exterior al triAngulo; respecto
del lado mayor, ¢,se ubica en el semiplano que contiene o que no contiene al triangulo?

12) Teniendo en cuenta las caracteristicas del punto de interseccion de medianas
mencionadas en la parte tedrica (propiedades del baricentro) complete cada frase para
gue resulten propuestas verdaderas:

e Si B es el baricentro del triangulo RPQ y mre es la mediana correspondiente al lado

RP, entonces QB €S .....c.cococoeeeeveennn.. de mrep.
e Si B es el baricentro del mismo triangulo y mpg es la mediana correspondiente al lado
PQ, entonces RBes la ........ccccceeeeeiieviiineenn, de mpo.

13) En el triangulo de la figura, G es el baricentro. Si AG =4 cm, PG=0,75cmy CG =3 cm

calcule la medida de: a) GM b)AN ¢)GN d)CM e)PB
C

P N
A B

14) En el triangulo PQR, M es punto medio del lado QR y G es el baricentro del triangulo,

. PG GM PM _ PM
calcule las razones siguientes: —, —

GM' PG’ oM ’ oM’
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15) En la misma figura del ejercicio anterior se tiene que PM = 6cm. Calcule las medidas de
PG y GM.
16) Marca tres puntos: M, N y O, con la condicion de que no estén alineados. Luego trace la
circunferencia que pasa por esos tres puntos.

17) El circuncentro puede ser exterior al triangulo, interior a él o estar en el perimetro del
triangulo.
a) Indique en qué tipo de triangulos ocurre una u otra de esas situaciones:
e Es exterior en los triangulos..........................

e Esinterior en los triangulos...........................
e Esta sobre uno de sus lados en los tridangulos.........................
b) En el caso de ser exterior, ¢en qué semiplano, respecto del lado mayor, se encuentra?
Se encuentra en el semiplano que.............cccoeiiiiiiiiiien, al triangulo.

c) En el caso de estar en el perimetro, el circuncentro se halla exactamente

18) a) Dibuje cualquier triangulo y halle el incentro.
b) ¢Como son las distancias entre el centro de la circunferencia inscripta y cada uno de
los lados del triangulo?

19) En cualquier tridngulo, el ortocentro, el baricentro y el circuncentro estan alineados en
una recta llamada recta de Euler. Verifiquelo construyendo un triangulo, determinando
en él los tres puntos notables mencionados y trazando luego una recta que pase por
dos de ellos; esa recta deberia pasar también por ....................... (complete la frase).

20) En el triangulo equilatero ABC, O es el baricentro. Calcule las medidas de los angulos
AOB, BOC y AOC.

21) ¢ Qué puede decir en relacién a los cuatro puntos notables de un triangulo equilatero?
22) ABC es un triangulo equilatero, una de sus medianas mide 12cm.
a) Calcule el radio de las circunferencias inscripta y circunscripta.

b) ¢ Qué relacion hay entre ambos radios?

23) En el triangulo ABC, O es el incentro, el angulo A mide 56° y el angulo B mide 80°.
Calcule los angulos de los triangulos AOB, COB y COA.

24) Considere cuatro triangulos is0sceles de las siguientes caracteristicas:
e Enuno los angulos iguales son de 75°.

61



Curso de Ingreso 2023

e En otro los tres angulos son de 60° (equilatero).
e En un tercero, los &angulos de la base (iguales) miden 45°.
e Y por ultimo, otro en que los angulos iguales son de 30°.

Marque los cuatro puntos notables en cada caso, observe con atencién y enuncia sus

conclusiones:
a) en relacion a las posiciones que van ocupando los cuatro puntos en cada caso.

b) en relacién a la recta de Euler.

25) Las bisectrices bp y br, correspondientes a los angulos interiores P y R del triangulo
PQR de la figura, determinan al cortarse en el punto T un angulo a=112° EI angulo
exterior en el vértice P mide 45°. Calcule las medidas de los angulos interiores del

triangulo PRT.
bp

R Q
br

26) G es el baricentro en el triangulo ABC de la figura. Si AM+BN=21 cm,y GM = 3 cm,
calcula: BN; BG y GN. Se sabe también que CR es los % de MN y que AB = 15cm,

entonces ¢cuanto mide GQ?

27) Complete la siguiente tabla.

Ang. Inscripto Central Semi inscripto Central
32° 195°
105° 67° 49
48° 23 214° 24
263° 17" 70° 30

28) Sobre una circunferencia de centro O considere los puntos A, B, Cy D. UnaAconD, B
con D, C con D, A con O, Bcon Oy C con O; quedan asi determinados los angulos

inscriptos ADByBDC y los centrales AOByBOC . Si ADB=15° y AOB+BOC =70°,
Jcuanto mide BDC?

29) En un caso similar al anterior se verifica que ADB=a,, BDC=a,, AOB=B, y BOC=8,.
Si a1 =20°y B2 = 2P1; calcula az.

30) Sobre una circunferencia de radio r y centro O se considera la cuerda AC . Desde cada
extremo de esa cuerda se traza una tangente a la circunferencia de manera que se cortan
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perpendicularmente en un punto B. Luego ABC es un triangulo rectangulo en B. ¢ Cuanto
mide el central AO C? ¢,Qué tipo de cuadrilatero es el ABCO?

31) En la circunferencia de centro O se ha considerado el triangulo equilatero ABC, siendo
AC una cuerda de esa circunferenciay AB y BC tangentes a ella. Si el angulo central que

tiene por lados a AO y CO es o; calcule la medida de o.

32) C no es centro de la circunferencia
B
ang. ACD =95°
ang. CEA = 40°
D
E Calcule el angulo DBE.

33) Sobre el perimetro de una circunferencia de centro O se han considerado tres puntos: A,
B y C que forman el triangulo ABC. EIl angulo de vértice A mide 48°; el angulo central AOC
mide 112°; ¢ cuanto miden los angulos B y C de dicho triangulo?

34) Calcula x , y, z en cada uno de los siguientes casos, sabiendo que todas son
circunferencias de centro O.

S B
P Q C
rlls; OMN=z OQP =x AC=AB; ang. A = x
OPQ=y ang. B =z; 4ng. ACB =y

35) En la circunferencia de centro O del dibujo se verifica que arco AB = arco BC y angulo
central AO C = 140°. Calcule ABC y OCB.
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G

36)Observe la figura y las consignas que estan a continuacion de ella.

Circunferencia de centro O. BD y AC secantes que se cortan en P.

Marque con linea de puntos los segmentos DO, OC, AO y OB y demuestre que:

CPD - COD-AOB .

37) Se definen como cuadrilateros ciclicos a aquellos cuadrilateros que estan inscriptos en
una circunferencia. Entonces sus lados son cuerdas de la circunferencia.

Los cuadrilateros ciclicos cumplen las siguientes propiedades:
1.- Los angulos opuestos de esos cuadrilateros son suplementarios.
2.- Si un trapecio es ciclico entonces es isdsceles.
3.- Los romboides ciclicos tienen dos angulos rectos.
Problema: Justifique las propiedades anteriores.

38) Calcule los angulos interiores de los cuadrilateros ciclicos en cada uno de los siguientes
casos.

a) ABCD es un cuadrilatero inscripto en una circunferencia de centro O. Se sabe que:

AOB = 40°% BOC =120° y DOC =90°.
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b) ABCD es un cuadrilatero inscripto en una circunferencia de centro O, siendo la diagonal

AC uno de los diametros de la circunferencia y sabiendo que DCB = 75°.
c) ABCD esta inscripto en la circunferencia de centro O y de él se sabe que:

AOB = 45° COD =85° y DCB = 85°.

39) ElI ABCD es un cuadrilatero ciclico inscripto en una circunferencia de centro O.
Determine los angulos interiores correspondientes a los vértices B, C y D a partir de los

siguientes datos: angulo central AOC =134° y angulo de vértice A = 84°.

40) En una circunferencia de centro O se halla inscripto un cuadrilatero ciclico LMNP, del cual
se sabe que: LOP =2x+20°; LOM=x+4°; MON=3x y NOP =3x-6°. ¢ Cuanto miden
los &ngulos interiores?

41) PQRS es un cuadrilatero ciclico inscripto en una circunferencia de centro C. Se sabe que
el lado PS es un didmetro de la circunferencia y que los angulos centrales
PCQ; QCR y RCS miden respectivamente X ;

2x - 12° y x + 20°. ¢ Cuanto miden los angulos interiores del cuadrilatero?

42) Calcule el area de los poligonos regulares tales que:

a) tiene seis lados y miden 6¢cm cada uno.
b) es un hexagono y el radio de la circunferencia donde se halla inscripto es de 35m.
c) es un octégono de 5cm de lado y cuya apotema vale la mitad del lado.

d) es un octégono de 20cm de radio y apotema 10. J2 cm.

e) el perimetro vale 4,5m, tiene 10 lados y el radio de la circunferencia donde se halla
inscripto mide 1,45m.

43) Considera el hexagono regular ABCDEF de 10cm y de centro O; calcula el area del
poligono resultante de considerar en cada caso puntos del hexdgono dado:

a) el cuadrilatero AOEF.
b) el cuadrilatero BCDE.
c) el cuadrilatero ACDE.
d) el triAngulo CDE.

e) si los puntos M y N son los puntos medios de los radios EO y OC .el cuadrilatero
MDNA.

f) siM, N, Py Q son los puntos medios de los radios OE, OD, OC y OB ; el hexagono
FMNPQA.
g) si My N son puntos medios de los radios OE y OB y P y Q puntos medios de los

lados EF y AB respectivamente; el octogono PMDCNQAF.
h) si M, N, P, Q, Ry S son los puntos medios de las apotemas correspondientes a los

lados DC, CB, BA, AF, FE y ED respectivamente; la estrella AQFRESDMCNBP.

i) la “estrella aserrada” (con forma de sierra) resultante de considerar los puntos medios
de los radios y de unirlos con el vértice correspondiente a ese radio y con el vértice
consecutivo.
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44) Construya un hexagono regular inscripto en una circunferencia, haga centro en cada
veértice y con radio la mitad del lado trace arcos de circunferencia que vayan desde la
mitad de un lado hasta la mitad del lado consecutivo, le quedara una superficie interior
(de bordes curvos) con seis puntas.

Calcule, usando como radio a r (es decir trabajando en forma general, sin valores
numericos), el area de la circunferencia, el area del hexagono y el area de la figura
“estrellada”; halle entonces:

a) larazon entre la circunferencia y el hexagono;
b) la razon entre la circunferencia y la figura estrellada
c) larazon entre el hexagono y la figura estrellada.

RESPUESTAS

1) B=40° y C=50°
2) 4cmy3cm
3) 65°, 115°, 65°y 115°
4) a)25cm? ;b)20,4cm? ; c)7,5cm? ; d)47,5cm? ;e) 12,5cm?
5) a) A=C=131°, B=D=49° ; b) A=C=54°, B=D=126° ;
c) A=128° ; B=C=90° ; D=52° ; d) A=C=60°, B=D=120° ;
e) A=102° ; C=22° ; B=D=118° ; f) A=D=50°23 , B=C=129°37 ;
g) A=C=111°15 , B=D=68%5; h) A=B=50°, C=D=130° ;
) A=C=120°, B=D=60°
6)a) 1/zcm ;b)2cm ; c)4cm; d)5cm ; e)2cm; f)12cm ; g) 7cm ;h) 12cm

7) 6 cm, 9 cm?, 28,26 cm?, 18,84 cm
4 cm, 16 cm?, 50,24 cm?, 25,12 cm
2. cm, 1 cm?, 3,14 cm?, 6,28 cm
2,5cm, 6,25 cm?, 19,63 cm?, 15,7 cm
10 cm, 20 cm, 100 cm?, 62,8 cm
6 cm, 1 cm, 36 cm?, 113,04 cm?
8) 28,26 cm?, 14,13 cm?, 21,2 cm?, 7,065 cm?
9) 64,25 cm?, 48,38 cm?, 41,72 cm?, 74,13 cm?, 69,76 cm?, 75,36 cm?
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Antes de abordar el tema, recordemos algunos conceptos

RECTA:

Conjunto de infinitos puntos sucesivos situados en una misma direccién

RECTA NUMERICA:

Recta en la que a cada punto le corresponde un nimero del conjunto de nimeros

reales

INTERVALO:

Subconjunto del conjunto de niimeros reales, comprendido entre dos extremos

f'_‘_é R : 0.5
4 (-5,1)
| o o [3,3]
C R ° *
° o -6 -4 -2 2 4
-3 15 . T
1 ANC R : 1 0.5 Interc.
-3 4

Clasificacion de entornos segun los extremos de e

4
P

(2 bl

~

ABIERTO

El extremo
no pertenece
al intervalo

CERRADO

El extremo
pertenece
al intervalo

Y Y
a b
Cerrado [a,b]
[a,b]={x ER/Tasx<sb} * ' : : ' »
a b
Abierto (a,b)
(a,b)={x ER/a<x<b} 0 O
a b
Semicerrado {a, b]
(a,b]={x ER/a<x=sb} o , : , , »
a b

67



Curso de Ingreso 2023

“faud.unmdp

CONJUNTOS MAS IMPORTANTES DE LA RECTA REAL

SUBCONJUNTO | SIMBOLO DEFINICION REPRESENTACION
Intervalo (a,b)={xe R:a<x<b}
. (a,b) -o o—
Abierto Numeros entre a y b(no incluidos) a
Intervalo [a.b] [a,b]={ xe R:a<x=<b}
a, > °
Cerrado Numeros entre a y b(incluidos) a b
(a,b]= {xe R:a<x<b}
Intervalos (a,b] -© ®
o [a,b)= {xeR:a<x<b} a b
Semiabierto [a.b) O—
Numeros entre a y b(uno incluido)
Semirrectas (a,©) (a,©0)={xeR: x>a} -g >
abiertas (-c0,b) (-o0,b)={xe R:x<b} E 13
Semirrectas [a,%0) [a,0)={xe R : x>a} ; >
cerradas (-o0,b] (-o,b]={xe R : x<b} = %
E(a,r)=(a-r,a+r)={xe R:|x-a|<r < 2
Entorno de centro E(a,r) ’( I~ ) { ] pe-al<r} 5 s \ r -
ay de radio r AL, Numeros cuya distancia al centro, m . o
a, es menor que el radio, r.
* < r I >
: % E (a,r)=E(a,r)-{a}=(a-r,a)u(a,a+tr D o
Entorno redu((iz.ldo E'(ar) (a,r)=E(a,r)-{a}=( ( ) - > o
centro ay radior Entorno pero sin contar el centro a-r a a+tr
-
Entorno
i . E(a,r) E(a,r)=(a-r,a) -o <
lateral izquierdo a-r a
_—r_.’
Entorno lateral + 4
= —+ oy
deiad E (a,r) E (a,r)=(a,atr) o a—i?r_
RELACIONES MATEMATICAS

En simbolos:

RELACION:

Una relacién es un conjunto formado por pares ordenados (x,y)

relacionados enre si por alguna condicién o propiedad

R= {(x,v) /xEA A yeB‘}

Matematicamente, una relacién es el conjunto de pares ordenados en los que el primer
elemento pertenece al conjunto de salida y el segundo elemento pertenece al conjunto de

llegada
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FUNCION

Una funcién es una relacion que a cada elemento del conjunto de salida le hace corresponder exactamente un

elemento del conjunto de llegada.

Podemos decir que una funcion es una orden que se le da a un element de entrada y cuando se cumple la

orden temenos el element de salida

Entrada . Salida
funcién
X o f [x]
funcién
x2
3 9
3.9) € f(x)

El dltimo esquema representa lo que hacemos con una calculadora: marcamos la tecla que
dice “3”, después le damos la siguiente orden: eleva al numero 3 al cuadrado y en el visor
aparece “9”; lo que acabamos de hacer es una funcién.

Matematicamente decimos que y es imagen de x, mediante la funcidn f(x) = x2

flx)

—
D |
Al conjunto de todos los valores a los que se aplica una funcion se lo denomina dominio.
Al segundo conjunto se denomina codominio o imagen.

Genéricamente decimos: los pares ordenados (x, y), pertenecen la funcién f, con dominio en el conjunto D

“,n n.on

e imagen en el conjuto | siy solo si “x” pertenecea Dy "”y” pertenece a |

fiD->I/(x,y)Ef @x€CAy€EI

ftx)

Imagen

flx)

C {

e _y-x

Cuando trabajamos con grafica de funciones en ejes cariesianos, ai trazar

una paralela al eje “y”, si la paralela corta la gréafica de la funcién en un solo
punto, estamos en presencia de una funcién
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FUNCION RELACION

FUNCIONES

Vamos a comenzar definiendo antes de definir funcién polindmica, veamos que es un
polinomio

POLINOMIO

Un polinomio es una expresién algebraica formada por la suma de varios monomios
o términos. Cada monomio esta compuesto por el producto de:
e un numero real llamado coeficiente, es lo que conocemos.
e una o varios factores desconocidos, representados por letras, como "X",
"y"...., lamadas variables

Grado de un monomio: se obtiene sumando los exponentes de las variables

Grado ¢ 3 7 2
monomi P(X,y) =3x'y-x +x-y m) Polinomio de grado 4

4

Monomio de grado 4

Una funcidén polinédmica es una relacion que a cada valor de la entrada (variable) que se
le asigna un valor al polinomio correspondiente

Matematicamente, si

P=ay+aiz+ax?+asz® + ...+ a,z"

Definimos p(x)

P(X): R — R/p(xy) = @0+ aix + asx” + azx” + ... + a,z"
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Ejemplo: Sea
P (x,y) = 3x3y—x7 +X- y2

p(Xy):R— R/p(Xy)= 3x3y—x7+x-y2

Six =-1;y =2 entonces f(x,y) = 3.(-1 )3 y-(-1 )7 +(-1) - 2

_—

Grafica de una funcién de grado 7

En el conjunto de los reales la grafica corta tantas veces al eje x como lo indica el grado

del polinomio

Veamos algunas de las funciones polinémicas segun el grado

Grado Nombre Expresion
0 funcion _a
constante y

1 funcion lineal | Y =&+ b es un binomio del primer

grado
funcion y=ax?+bx+ces
2 . . :
cuadratica un trinomio del sequndo grado
3 funcién y=ax®d+bx2+cx+des
cubica un cuatrinomio de tercer grado

Representacion

Rectas horizontales o
paralelas al eje x

Rectas oblicuas

Parabolas

Curvas cubicas
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Propiedades de funciones polindomicas

e La grafica de una funcién polindmica corta al eje Y en (0,a,).

o Corta al gje X un niumero de veces igual o inferior al grado del
polinomio n.

o El ndmero de maximos y minimos relativos de una funcion
polindmica es, como mucho, el grado del polinomio menos 1
(n-=1).

o En las funciones polindmicas no existen asintotas.

o El ndmero de puntos de inflexion es igual o menoran-2.

« Siel grado de todos los términos fuese impar, la grafica seria
simétrica respecto al origen de coordenada. Pero si todos los
términos tuviesen grado par, la grafica seria simétrica respecto
al eje Q.

« En la grafica de una funcion polindbmica, la rama de la derecha
sera creciente cuando el coeficiente del término de mayor
grado, a,, sea positivo. Y esa rama sera decreciente
cuando a, sea negativo.

« En la gréfica, la rama de la izquierda sera decreciente cuando se
cumpla que el grado del polinomio n sea par y el coeficiente
del término de mayor grado, a,, sea negativo. También sera
decreciente la rama izquierda cuando n sea impar y, al mismo
tiempo, a, sea positivo. En el resto de los casos, la rama
izquierda sera siempre creciente (ira creciendo hacia arriba).

o Lasuma de dos funciones polindmicas es
una funcion polindmica. Es decir:

f(x)+g(x) es polinémica

FUNCION LIEAL
Es una funcion polindmicas de primer grado o de grado 1: son 1.
f(r) =mz+n

siendo m la pendiente y n la ordenada

4 m=2

ordenada al origen y=
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m (Pendiente)

n (Ordenada)

EjeY
3ala
derecha
2% 2 ® ( J
y - T 5 ] hacia
arriba

Su representacion grafica es una recta de pendiente m y la ordenada al origen,
n, es el valor en que la recta corta al eje y.

Inclinaciéon de la recta segun la pendiente sea positiva, nula o negativa

m>0 m<0 m=0

Funcion Creciente Funcion Decreciente Funcion Constante

FUNCION CUADRATICA

Funcién polinédmica de segundo orden
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Cuadratico

Funcion
y=axr?+br+c

;.',.r=2ur2

y=\/§rz—|—121—%

2
T
= — = 100
Yy 5—|—r

y=(xr—2)(3x+5)

Yy =a >4+ br+e

VAN

Lineal

Término
Cuadratico

Ramas de la parabola

Eje simetria

en ejey

con eje x

Punto de corte

Puntos de corte

gasss;e

Independiente

Lineal

0
12 x

X Abscisas
¢ Veértice
Y

Eje de
simetria f(X)=¢7X2+C
x=0 cz0

fix)=ax?

c=0

V=(c0)

X

i (0,0)

Raices de la funcion cuadratica: valor de la absisa donde la grafica la corta

Independ.
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A menor coeficiente del término mas abierta la parabola

Las raices de la funcion cuadratica son los valores donde la parabola corta el eje de absisas

y=ax’+bx+c

N‘ VI —dac v VB —4dac
P

ECUACION:

Igualdad entre dos expresiones matematicas, cada una de ellas llamada miembros de la igualdad
3x+6=2x+9
DIFERENCIA ENTRE ECUACION Y FUNCION

ECUACION FUNCION

IGUALDAD RELACION ENTRE VARIABLES
5x+3=12 -8x+6=y+9
-8x+6=y+9 "3y
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Una ecuacién es una igualdad entre dos expresiones, mientras que una funcion relaciona dos
0 mas variabbes

TODA FUNCION PUEDE EXPRESARSE COMO ECUACION PERO NO TODA ECUACION ES UNA PUNCION.

Por ejemplo la ecuacidn de la circunferencia no es funcidn porque si trazo una paralela al
ejey, corta a la grafica en dos puntos.

2 2
X +y=1
ECUACION ASOCIADA A UNA FUNCION

Sif(x) =y = f(x) = 0 eslaecuacion asociada a f(x)

Ejemplo:
Six+4y=10
4y =10-x
y -8x+6=y+9 > -8x+6=y+9
y = 10/4 - x/4
o 3 -8x-3=y
y=-x/4+5/2 ——— FUNCION
2 2
x +y=1 ?
Siy=0
0=-x/4+5/2 — ECUACION x=10

TODA FUNCION PUEDE EXPRESARSE COMO ECUACION
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RESOLUCION DE ECUACIONES

Ecuacion lineal de dos incégnitas:

y=ax+b

Para resolver una ecuacion lineal que tiene dos incognitas se debe hallar un par de valores

paraXy para Yque satisfagan la igualdad.
Ejemplo

x+ 6y =12

y=(12-x):6

y =-X:6 +12:6

Hallamos el valor de X reemplazando el valor de Y obtenida y =4
x=12 — 6x4

X =-12 Es el valor donde la recta corta el eje de absisas
Verificacion: se reemplaza los valores obtenidos en la expresion inicial x + 6y =12
-12+6.4=12
12=12
Resolucion grafica de la ecuacion -x + 12:

y

A(0,12

wo | Y= TX|+|12

C(4,8)
8
D(6,6)
6

F(10.2)

SISTEMA DE ECUACIONES DE DOS INCOGNITAS

Resolver graficamente un sistema de ecuaciones implica encontrar los puntos de la

grafica comunes a ambas funciones
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y—-2x=0 - Y=2x
y+x=3 - y=3-x

Solucion:

Clasificacion de sistemas de ecuaciones lineales

20+ 3y =17 3r+y=4 3z+y=2

or — 2y =8 6x+2y=28 3z+y=2>5

Sistema Compatible Sistema Compatible Sistema Incompatible
Determinado Indeterminado

A>0 A<0

Dos puntos de &=0 Ningi to de
0s puntos de G b ingtin punto de
interseccion. punto de interseccion. interseccion.

| .
=

4

2

>

 /
La recta es secante a la | La recta es tangente a la | La recta es exterior a la
parabola. parabola. parabola.

y y VA

I

4
—]
/

=V

—
A J

SIS
<
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EJERCITACION

26) Resolver las siguientes ecuaciones:

a)3.(2x-1)=5x+3 b) 3.(2x—1)=8.(x—§)
1 3x 2 Ix

c)5.(3x=1)=-2x=2—-(7x+3 d = + 3| — - = — — —

) 5.( ) ( ) )5 (5 ) ET 5

e)x—1_2+x=1 f)7_1—x=8+x

3 2 2 3

Q2+ +23X _ 1 "32X h) 0,5 — 0,3x = 0,2.(5 — 3x)

i)3.bx+4)-1=52+3x)+1 J) (5x = 8).3=5.(3x = 2)

k)i—x_3=10x—x+4 E

2 3 2 3

[)3x.(2-%x)+4x-2=x.(15-3x)-15

27) Resolver las siguientes ecuaciones incompletas, sin usar la formula

resolverte.
a)x?2-16=0 b)2x?2-8x=0 ¢)4x?>+64=0 d)x-7x2=0
e)2x°-1=0 f)2x?-6x=0 g)x?+1=0 h) 5 x2 = 3x
i) (x—3)2=x+9 j)%x2=%x k)5x2+35=0 )-3x2=-9

28) Resolver las ecuaciones:
a)x2—-4x-5=0 b)x2—4x+6=0 C)x?-2x+2=0
d)£x2+x+§=0 e)2x2—6x+g=0 f)4x2+x =0
2 2 2
g)-x?—4=0 h) -2x2+6x-4=0 )x?=2=0
. 1, 1
j) 5x? = 3x K)y(x=3)2=x+9 ) =x° = =X
3 2

m) 5x2+35=0 n) - 3x2=-9

29) Resolver los sistemas:

0 faud.unmdp
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a) | 2x-3y=2 b)
X+2y=8
-
d) x—1=}
y+1 3
<
x+1=3
L y-1

h) y=x?+2x+5

11ER

#::° faud.unmdp

4x + 6y =12 Cc) |[-4x+y=6
2X + 3y =-6 -8x =2y =-1
e
e) l1-vy x+3=O
2 5

0) {y:x2+6x+7
y=-x-3

)

X2+y?2—=10x+16=0

y = x
4
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